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ПЕРЕДМОВА 

Сучасний рівень і темпи розвитку будівництва висувають 
перед молодими спеціалістами важливу вимогу – не тільки мати 
науковий потенціал в обраній діяльності, але й ефективно 
застосовувати здобуті знання для розв’язку проблем, що 
виникають в їх практичній діяльності. 

Наразі під час відновлення нашої країни після жорстокого 
нападу росії і знищення наших міст, такі знання і навички стануть 
в нагоді. 

Останнім часом практики використовують методи 
математичного програмування і сіткового планування, що 
базуються на лінійній алгебрі, математичному аналізі функцій 
однієї і багатьох змінних, дискретній математиці та інших 
розділах вищої математики. 

Навчальний посібник містить 16 розділів, що включають в 
себе основні питання навчальної програми з вищої математики 
для архітектурних, природничих, інженерних та інших 
спеціальностей закладів вищої освіти. Всі розділи 
супроводжуються основними відомостями з теорії, 
визначеннями, формулами і докладно розв’язаними типовими 
задачами з указаними методами їх розв’язку. В кінці кожного 
розділу пропонується низка задач для самостійного 
розв’язування з наведеними відповідями. Це дає студентам 
широкі  можливості для активної самостійної роботи і 
заощадження часу.  

Для активізації пізнавальної діяльності студентів і 
індивідуалізації навчання в посібнику спеціально наведені 
практикуми з основних розділів курсу і контрольні тестові 
завдання. 

В основу книги покладено матеріал навчального посібника 
Турчанінової Л.І., Долі О.В. „Вища математика в прикладах і 
задачах” 2020 р. Цей матеріал вдало пройшов апробацію. 

Слід зазначити, що посібник з’явився в результаті 
багаторічного досвіду роботи його авторів на різних кафедрах 
Київського національного університету будівництва і 
архітектури. 
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Автори сподіваються на широке використання видання 
студентами всіх спеціальностей, як денної так і заочної форм 
навчання, зокрема студентами дистанційної форми навчання для 
самостійного вивчення матеріалу. Книга стане в нагоді 
викладачам для проведення дистанційних і практичних занять з 
вищої і прикладної математики, а також слухачам мережі 
відділення до університетської підготовки. 

В посібник увійшли матеріали різних математичних видань, 
які включені в список використаної літератури. 

Інформація про внесок кожного автора: Турчанінова Л.І. – 
11,0 др.арк., Доля О.В. – 11,0 др.арк., Рябчун Ю.В. – 3,0 др.арк., 
Мицюк С.В. – 0,45 др.арк. 

Київ, березень-квітень 2025 р. 
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ТЕМА 1. ПОНЯТТЯ ЧИСЛА 
 

Інтуїтивне визначення множини за Кантором: множина 𝑆𝑆 є 
будь-яке зібрання визначених і різних між собою об'єктів нашої 
інтуїції або інтелекту, яке розуміється як єдине ціле. Ці об'єкти 
називаються елементами або членами множини 𝑆𝑆. 

Кантор ввів поняття потужності (або об’єму) множини: дві 
множини мають однакову потужність, якщо члени будь-якої з 
них можна зіставити членам іншої, утворивши пари відповідних 
членів. 

Зліченною множиною називається будь-яка множина, 
елементи якої можна бієктивно (взаємно-однозначно) зіставити з 
усіма натуральними числами. 

Кажуть, що зліченна множина має потужність 𝛮𝛮0 ("алеф-
нуль"), а будь-яка множина, що рівнопотужна з множиною усіх 
підмножин довільної зліченної множини, має потужність 2𝛮𝛮0 
(або має потужність контінуума). 

Дві множини називаються еквівалентними, якщо між їх 
елементами можна встановити взаємно-однозначну 
відповідність. 

Класична теорема Кантора формулюється таким чином: 
дійсний контінуум є незліченим. Іншими словами, множину 
дійсних чисел не можна розташувати у послідовність, тоді як між 
двома дійсними числами завжди знайдеться третє. 

Інтуїтивний принцип об′ємності: дві множини рівні в тому 
і тільки в тому випадку, коли вони містять одні і ті ж елементи. 

Твердження, що множина 𝐴𝐴 складається з різних елементів 
𝑎𝑎1,a2, … ,a𝑛𝑛 (і тільки з них), умовно записуємо: 

𝐴𝐴 = {𝑎𝑎1,a2, … ,a𝑛𝑛}. 
Зокрема, {𝑥𝑥} – так звана одинична множина – є 

одноелементна множина, єдиним елементом якої являється 𝑥𝑥. 
Порожня множина не містить жодного елемента і позначається 
символом Ø. 

Під формою від 𝒙𝒙 будемо розуміти скінченну послідовність 
зі слів і символу 𝒙𝒙 таку, що якщо кожний символ 𝒙𝒙 з цієї 
послідовності замінити одним і тим же іменем деякого предмета 
відповідного роду, то в результаті отримаємо вислів. 
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З точки зору граматики форму від 𝒙𝒙 можна визначати і по 
іншому – як речення, в якому щось стверджується про 𝑥𝑥. 

Опис множини за допомогою форми базується на 
інтуїтивному принципі абстракції: будь-яка форма 𝑃𝑃(𝑥𝑥) 
визначає деяку множину 𝐴𝐴 за умови, що елементами множини 𝐴𝐴 
є тільки ті предмети 𝑎𝑎, що роблять 𝑃𝑃(𝑎𝑎) справжнім 
висловленням. 

Форму 𝑃𝑃(𝑥𝑥), що використовується для побудови деякої 
множини, називають властивістю, що визначає множину: 
{𝑥𝑥|𝑃𝑃(𝑥𝑥)}. 

Якщо 𝐴𝐴 і 𝐵𝐵 дві множини, то кажуть, що 𝐴𝐴 включена в 𝐵𝐵 
(символічний запис: 𝐴𝐴 ⊆ 𝐵𝐵), якщо кожен елемент множини 𝐴𝐴 
являється одночасно елементом множини 𝐵𝐵. В цьому випадку 
кажуть також, що множина 𝐴𝐴 є підмножиною множини 𝐵𝐵. 
Множина 𝐴𝐴 строго включена в 𝐵𝐵 (символічно: 𝐴𝐴 ⊂ 𝐵𝐵), або 𝐵𝐵 
строго включає 𝐴𝐴, або 𝐴𝐴 є справжня підмножина 𝐵𝐵, якщо 𝐴𝐴 ⊂ 𝐵𝐵 
і 𝐴𝐴 ≠ 𝐵𝐵. 

Кожна множина 𝐴𝐴 ≠ Ø має принаймні дві різні підмножини: 
саме 𝐴𝐴 і Ø. Крім того, кожний елемент 𝑎𝑎 множини  𝐴𝐴 визначає 
деяку підмножину множини 𝐴𝐴: 

{𝑎𝑎} ⊆ 𝐴𝐴. 
Підмножини 𝐴𝐴 і Ø називаються невласними, а всі інші 

підмножини множини 𝐴𝐴 називаються власними (або 
справжніми). Множина, елементами якої являються всі 
підмножини множини 𝐴𝐴, називається множиною підмножин 𝐴𝐴 
або множиною ступенем 𝐴𝐴 і позначається 𝑃𝑃(𝐴𝐴). 

Прийнято позначати множину натуральних чисел через 𝑁𝑁: 
𝑁𝑁 = {1, 2, 3, 4, … }.  (1.1) 

Система цілих чисел позначається через 𝑍𝑍: 
𝑍𝑍 = {… , − 3, − 2, − 1, 0, 1, 2, 3, … }. (1.2) 

Множина раціональних чисел позначається: 
𝑄𝑄 = �𝑥𝑥 �𝑥𝑥 = 𝑚𝑚

𝑛𝑛
, 𝑚𝑚 ∈ Z, 𝑛𝑛 ∈ 𝑍𝑍 ,n ≠ 0�. (1.3) 

Числа, які представляють собою довжини відрізків, що 
неспільномірні з одиницею масштабу (тобто їх довжину не 
можна виразити цілим або дробовим числом) в сучасній 
математиці називаються ірраціональними. Раціональне число 
є нескінченним десятковим періодичним дробом, а 
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ірраціональне число – нескінченним десятковим 
неперіодичним дробом. 

Сукупність раціональних і ірраціональних чисел утворює 
множину дійсних чисел, яку прийнято позначати 𝑅𝑅. 

Геометричним образом  дійсного числа аявляється точка на 
дійсній віссі, причому ця точка розташована праворуч від нуля, 
якщо число адодатнє і ліворуч, якщо число а від’ємне. 

 
Відстань від дійсного числа 𝑎𝑎 до нуля називається його 

абсолютною величиною або модулем і позначається |𝑎𝑎|. За 
визначенням |а| = �  а,   а ≥ 0,

−а,  а < 0 . 
Геометричним образом комплексного числа 𝑧𝑧 являється 

точка комплексної площини 𝑧𝑧. На цій площині задані дві вісі: 
дійсна – 𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑧𝑧 і уявна – 𝐼𝐼𝐼𝐼 𝑧𝑧. На дійсній вісі задані дійсні числа, а 
на уявній – уявні, тобто такі, що утворені за допомогою уявної 
одиниці 𝑖𝑖 = √−1. Тоді комплексне число 𝑧𝑧 в алгебраїчній формі 
матиме вигляд 𝑧𝑧 = 𝑥𝑥 + 𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝑥𝑥 = 𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑧𝑧 і являється проекцією точки 
𝑧𝑧 на дійсну вісь, а 𝑦𝑦 = 𝐼𝐼𝐼𝐼 𝑧𝑧являється проекцією точки 𝑧𝑧 на уявну 
вісь. Відстань від початку координат до точки 𝑧𝑧 називається 
модулем комплексного числа 𝑧𝑧 і позначається |𝑧𝑧|. Число  
𝑧𝑧 = 𝑥𝑥 − 𝑖𝑖𝑖𝑖 називається спряженим до числа 𝑧𝑧. Пара чисел 𝑧𝑧, 𝑧𝑧 
називається комплексно-спряженою парою. 

Нехай числа 𝑎𝑎 і 𝑏𝑏 дійсні і задовольняють нерівності: 𝑎𝑎 < 𝑏𝑏. 
Наведемо приклади множин дійсних чисел: 

– відрізок або сегмент [a,b] = {𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅|𝑎𝑎 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑏𝑏}; 
– інтервал або відкритий відрізок 
      (a,b) = ]a,b[ = {𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅|𝑎𝑎 < 𝑥𝑥 < 𝑏𝑏}; 

– півінтервал     (a,b] = ]a,b] = {𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅|𝑎𝑎 < 𝑥𝑥 ≤ 𝑏𝑏}; 
[a,b) = [a,b[ = {𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅|𝑎𝑎 ≤ 𝑥𝑥 < 𝑏𝑏}; 

– нескінченні інтервали або півінтервали  
(−∞,∞) = R, 

[ ] { };ax-Rxa,- <<∞∈=∞
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(−∞;𝑎𝑎] = {𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅|−∞ < 𝑥𝑥 ≤ 𝑎𝑎}; 
[a,∞) = {𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅|𝑎𝑎 ≤ 𝑥𝑥 < ∞};; 

– 𝜺𝜺 −окіл точки 𝑪𝑪   
                   (𝑐𝑐 − 𝜀𝜀,c + ε) = {𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅|𝑐𝑐 − 𝜀𝜀 < 𝑥𝑥 < 𝑐𝑐 + 𝜀𝜀}. 

 
 

Об'єднанням двох множин 𝐴𝐴 і 𝐵𝐵 називається множина всіх 
елементів, що належать або множині 𝐴𝐴, або множині 𝐵𝐵, або їм 
обом відразу:  

𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵 = {𝑥𝑥|𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴 або 𝑥𝑥 ∈ 𝐵𝐵}. 
Перетином двох множин 𝐴𝐴 і 𝐵𝐵 називається множина всіх 

елементів, що належать одночасно і множині 𝐴𝐴, і множині 𝐵𝐵: 
𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵 = {𝑥𝑥|𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴 і 𝑥𝑥 ∈ 𝐵𝐵}. 

Покриттям множини А називається така система 𝑉𝑉 її 
власних підмножин, в якій кожний елемент множини А є 
водночас і елементом хоча б однієї підмножини з системи V. 
Якщо власні підмножини з системи V не перетинаються, то таке 
покриття множини А називається розбиттям множини А, а 
власні підмножини системи V  – класами цього розбиття. 

Абсолютним доповненням множини 𝐴𝐴 називається множина 
елементів універсальної множини  𝑈𝑈, які не належать множині 𝐴𝐴:  

𝐴̄𝐴 = {𝑥𝑥|𝑥𝑥 ∈ 𝑈𝑈 і 𝑥𝑥 ∉ 𝐴𝐴}. 
Відносним доповненням або різницею двох множин 𝐴𝐴 і 𝐵𝐵 

називається множина тих елементів множини 𝐴𝐴, які водночас не 
належать множині 𝐵𝐵: 

𝐴𝐴 − 𝐵𝐵 = {𝑥𝑥|𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴 і 𝑥𝑥 ∉ 𝐵𝐵}. 
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Симетричною різницею або сумою множин 𝐴𝐴 і 𝐵𝐵 
називається множина елементів множин 𝐴𝐴 і 𝐵𝐵, що не належать 
водночас обом  множинам:  

𝐴𝐴 + 𝐵𝐵 = {𝑥𝑥|𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴 або 𝑥𝑥 ∈ 𝐵𝐵 і 𝑥𝑥 ∉ (𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵)}. 
Основні властивості операцій над множинами представлені в 

таблиці  1.1, в якій 𝑈𝑈 –  універсальна множина, а A,B,C – її 
підмножини. 

Таблиця 1.1 
1. Комутативні закони: 
𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵 = 𝐵𝐵 ∪ A,  𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵 = 𝐵𝐵 ∩ 𝐴𝐴. 
2. Асоціативні закони: 
𝐴𝐴 ∪ (𝐵𝐵 ∪ 𝐶𝐶) = (𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵) ∪ C, 𝐴𝐴 ∩ (𝐵𝐵 ∩ 𝐶𝐶) = 
= (𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵) ∩ 𝐶𝐶. 
3. Дистрибутивні закони: 
𝐴𝐴 ∪ (𝐵𝐵 ∩ 𝐶𝐶) = (𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵) ∩ (𝐴𝐴 ∪ 𝐶𝐶),𝐴𝐴 ∩ (𝐵𝐵 ∪ 𝐶𝐶) = 
= (𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵) ∪ (𝐴𝐴 ∩ 𝐶𝐶). 
4. Закони доповнення: 
𝐴𝐴 ∪ 𝐴̄𝐴 = 𝑈𝑈,    𝐴𝐴 ∩ 𝐴̄𝐴 = Ø. 
5. Закони тотожності: 
𝐴𝐴 ∪ Ø = A, 𝐴𝐴 ∩ 𝑈𝑈 = 𝐴𝐴. 
𝐴𝐴 ∪ 𝑈𝑈 = U,𝐴𝐴 ∩ Ø = Ø. 
6. Закони ідемпотентності: 
𝐴𝐴 ∪ 𝐴𝐴 = A,    𝐴𝐴 ∩ 𝐴𝐴 = A.   
7. Закони поглинання: 
𝐴𝐴 ∪ (𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵) = A, 𝐴𝐴 ∩ (𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵) = 𝐴𝐴. 
8. Закони де Моргана: 
𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵 = 𝐴̄𝐴 ∩ 𝐵̄𝐵,   𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵 = 𝐴̄𝐴 ∪ 𝐵̄𝐵. 
9. Властивості Ø і 𝑈𝑈: 
Ø̄ = 𝑈𝑈,   𝑈̄𝑈 = Ø. 

Властивості доповнення, різниці, симетричної різниці, 
включення і рівності: 

10. Якщо 𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵 = 𝑈𝑈 i  𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵 = Ø, то 𝐵𝐵 = 𝐴̄𝐴. 
11.𝐴̄𝐴 = 𝑈𝑈 − 𝐴𝐴. 
12. 𝐴̄𝐴 = 𝐴𝐴 − 𝑈𝑈. 
13. 𝐴𝐴 − 𝐵𝐵 = 𝐴𝐴 ∩ 𝐵̄𝐵. 
14. 𝐴𝐴 + 𝐵𝐵 = (𝐴𝐴 ∩ 𝐵̄𝐵) ∪ (𝐴̄𝐴 ∩ 𝐵𝐵). 
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15. 𝐴𝐴 + 𝐵𝐵 = 𝐵𝐵 + 𝐴𝐴. 
16. (𝐴𝐴 + 𝐵𝐵) + 𝐶𝐶 = 𝐴𝐴 + (𝐵𝐵 + 𝐶𝐶). 
17.  𝐴𝐴 + Ø = Ø + 𝐴𝐴 = 𝐴𝐴. 
18. 𝐴𝐴 ⊂ 𝐵𝐵 тоді і тільки тоді, коли  𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵 = 𝐴𝐴 або 𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵 = 𝐵𝐵, або  
𝐴𝐴 ∪ 𝐵̄𝐵 = Ø. 
19. 𝐴𝐴 = 𝐵𝐵 тоді і тільки тоді, коли (𝐴𝐴 ∩ 𝐵̄𝐵) ∪ (𝐴̄𝐴 ∩ 𝐵𝐵) = Ø. 

 
Приклади розв’язання типових задач 

Приклад 1. 
Довести, що {1, 2, 3, 4} = {1, 2, 4, 4, 1, 3, 1}. 
Доведення.  
Обидві множини містять лише чотири різних елементи, а саме 

1, 2, 3, 4. Тому вони складаються з одних і тих же елементів. На 
практиці не слід записувати множину так, як записано праворуч. 
Елементи, що повторюються, не грають ролі в операціях над 
множинами і тому немає потреби їх записувати. 
 

Приклад 2. 
Довести, що �{1,2}� ≠ {1,2}. 
Доведення.  
Множини не містять одні й ті ж елементи, так як ліворуч – 

одноелементна множина, що містить єдиний елемент {1,2}, а 
множина праворуч має два елементи, а саме 1 і 2.  

 
Приклад 3. 
Для множини 𝐴𝐴 = {a,b,c} побудувати 𝑃𝑃(𝐴𝐴). 
Розв’язання. 
Виходячи зі сказаного вище, маємо: 

𝑃𝑃(𝐴𝐴) = �Ø, {𝑎𝑎}, {𝑏𝑏}, {𝑐𝑐}, {a,b}, {a,c}, {b,c}, {a,b,c}�.  
 

Приклад 4. 
Зобразити на діаграмі Венна множини: 𝑃𝑃 = {a,b,c,d},  

𝑄𝑄 = {a,c}, 𝑅𝑅 = {d,f}. 
Розв′язання.  
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Виходячи з визначення, діаграма Венна для заданих множин 
представлена на рис. 1.1. 

 
Рис. 1.1 

 
З цієї діаграми ми бачимо, що 𝑄𝑄 ⊂ 𝑃𝑃. Цей факт ілюструється 

тим, що точки 𝑎𝑎 і 𝑐𝑐 використовуються тільки один раз і множина 
𝑄𝑄 повністю лежить усередині множини 𝑃𝑃. Крім того, з рисунку 
бачимо, що 𝑅𝑅 ⊄ 𝑃𝑃, так як точка 𝑓𝑓 не належить множині 𝑃𝑃.  

 
Приклад 5. 
𝐴𝐴 = {1,2,3,4}, 𝐵𝐵 = {3,4,5,6}. Визначити множину  𝑨𝑨 ∪ 𝑩𝑩. 
Розв’язання. 
За визначенням  

𝑨𝑨 ∪ 𝑩𝑩 = {𝟏𝟏,𝟐𝟐,𝟑𝟑,𝟒𝟒,𝟓𝟓,𝟔𝟔}. 
На рис. 1.2 зображена діаграма Венна. Об′єднання множин 

заштриховане.  

Рис. 1.2 
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	12) ,,&𝑥=2,3.,𝑐𝑜𝑠-𝑡.-&𝑦=2,𝑠𝑖𝑛-𝑡...  в точці 𝑡=,𝜋-6.;
	13) На лінії ,,&𝑥=,𝑡-2.+1-&𝑦=2,𝑡-3.−,𝑡-2... знайти точку М, в якій дотична  параллельна прямій  𝑦=2𝑥;
	14) Знайти кут між дотичними до еліпсу ,,&𝑥=2,𝑐𝑜𝑠-𝑡.-&𝑦=3,𝑠𝑖𝑛-𝑡... в точках  𝑡=,𝜋-6. і   𝑡=,𝜋-3.. Побудувати еліпс і дотичні.
	Якщо крива задана рівняннями в параметричній формі ,,&𝑥=𝜙(𝑡)-&𝑦=𝜓(𝑡).., то площа криволінійної трапеції, обмеженої цією лінією, двома вертикалями 𝑥=𝑎 і 𝑥=𝑏, і відрізком вісі ОХ, виражається інтегралом
	𝑆=,,𝑡-1.-,𝑡-2.-𝜓(𝑡),𝜙-′.(𝑡)𝑑𝑡,.                                  (12.11)
	де ,𝑡-1. і ,𝑡-2. визначаються з рівнянь 𝑎=𝜙(,𝑡-1.) і  𝑏=𝜙(,𝑡-2.)  ,𝜙(𝑡)≥0. на відрізку,,,𝑡-1.,,𝑡-2....
	Якщо крива задана рівнянням у полярних координатах  𝜌=𝜌(𝜙), то площа сектора АОВ (рис. 12.1), обмеженого дугою кривою і двома полярними радіусами ОА і
	Рис. 12.1
	ОВ, що відповідають значенням ,𝜙-1.=𝛼 і ,𝜙-2.=𝛽, виражається інтегралом
	𝑆=,1-2.,𝛼-𝛽-,𝜌-2.(𝜙)𝑑𝜙..       (12.12)
	Якщо плоска гладка крива віднесена до прямокутної системи координат і задана рівнянням 𝑦=𝑓(𝑥) або (𝑥=𝐹(𝑦)) або параметричними рівняннями 𝑥=𝜙(𝑡), 𝑦=𝜓(𝑡), то диференціал 𝑑𝑙 довжини її дуги (рис. 12.2) виражається формулою    𝑑𝑙=,1+,,,𝑦-...
	,𝐿-𝐴𝐵.=,𝐴-𝐵-𝑑𝑙.=,,𝑥-𝐴.-,𝑥-𝐵.-,1+(,𝑦-′.,)-2..𝑑𝑥=,,𝑦-𝐴.-,𝑦-𝐵.-,1+(,𝑥-′.,)-2..𝑑𝑦.=                  =,,𝑡-𝐴.-,𝑡-𝐵.-,(,𝑥-′.,)-2.+(,𝑦-′.,)-2...𝑑𝑦..                                         (12.13)
	Рис. 12.2                                            Рис. 12.3
	Якщо ж крива віднесена до полярної системи координат і задана рівнянням 𝜌=𝜌(𝜙) (рис. 12.3), то 𝑑𝑙=,,𝜌-2.+(,𝜌-′.,)-2..𝑑𝜙 і
	,𝐿-𝐴𝐵.=,𝐴-𝐵-𝑑𝑙.=,,𝜙-𝐴.-,𝜙-𝐵.-,,𝜌-2.+,,,𝜌-′..-2..𝑑𝜙..       (12.14)
	Якщо поверхня утворена обертанням дуги АМ плоскої кривої навколо вісі ОХ (рис. 12.4), то диференціал площі бічної поверхні зрізаного круглого конуса з
	Рис. 12.4            Рис. 12.5
	утворюючою 𝑑𝑙 і радіусами основ у і 𝑦+𝑑𝑦:
	𝑑𝑆=𝜋(2𝑦+𝑑𝑦)𝑑𝑙≈2𝜋𝑦𝑑𝑙,
	а площа поверхні, утвореної обертанням дуги АВ, визначається інтегралом
	𝑆=,𝐴-𝐵-𝑑𝑆=2𝜋,𝐴-𝐵-𝑦𝑑𝑙...                            (12.15)
	При обертанні дуги АВ кривої навколо вісі О𝑌 (рис. 12.5)
	𝑑𝑆≈2𝜋𝑥𝑑𝑙, 𝑆=,𝐴-𝐵-𝑑𝑆=2𝜋,𝐴-𝐵-𝑥𝑑𝑙..     (12.16)
	Якщо тіло утворено обертанням криволінійної трапеції ,𝑥-1.𝐴𝐵,𝑥-2. (рис. 12.6) навколо вісі ОХ, то будь-який плоский перетин, який перпендикулярний до вісі ОХ,
	Рис. 12.6           Рис. 12.7
	являється круг, радіус якого дорівнює відповідній ординаті кривої 𝑦=𝑓(𝑥). Площа перетину 𝑆(𝑥), що відповідає абсцисі х, як площа круга, дорівнює 𝜋,𝑦-2.. Диференціал об’єму тіла, що відповідає приросту 𝑑𝑥, є 𝑑𝑉=𝜋,𝑦-2.𝑑𝑥, а увесь об’єм ті...
	,𝑉-𝑂𝑋.=𝜋,,𝑥-1.-,𝑥-2.-,𝑦-2.𝑑𝑥, ,,𝑥-1.<,𝑥-2...                          (12.17)
	Якщо тіло утворено обертанням криволінійної трапеції ,𝑦-1.𝐴𝐵,𝑦-2. (рис. 12.7) навколо вісі ОY, то 𝑑𝑉=𝜋,𝑥-2.𝑑𝑦і
	Невласні інтеграли з нескінченними межами інтегрування (невласні інтеграли першого роду):
	Якщо границя (12.19) існує (не існує або нескінченна), то невласний інтеграл називається збіжним (розбіжним), а функція 𝑓(𝑥) – інтегрованою (неінтегрованою) на проміжку ,𝑎;+∞..
	Аналогічно
	Невласні інтеграли від необмежених функцій (невласні інтеграли другого роду):
	Інтеграл (12.22) збігається (розбігається) якщо границя існує (не існує або нескінченна).
	Аналогічно, якщо 𝑥=𝑎 – особлива точка, то
	Розв’язання
	Функція задана параметрично. Застосовуємо формулу (12.15). При цьому врахуємо, що 𝑑𝑙=,,𝑥-′2.+,𝑦-′2..𝑑𝑡   і те, що ,1-2. поверхні, утворена обертанням четвертої частини астроїди, розташованої в першому квадранті (рис. 12.8),
	Рис. 12.8
	при зміні 𝑡 від 0 до  Отримуємо:
	Приклад 8.
	Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі ОY фігури, обмеженої лінією ,,𝑥-2.-,𝑎-2..+,,𝑦-2.-,𝑏-2..=1.
	Розв’язання
	Ця лінія є еліпс. Якщо у цього еліпса 𝑏<𝑎, то при обертанні його навколо малої вісі отримуємо стиснутий еліпсоїд обертання (рис. 12.9).
	Рис. 12.9   Рис. 12.10
	Обчислюємо об’єм ,𝑉-1.  цього тіла за формулою (12.18:)
	Якщо еліпс обертається навколо великої вісі, то отримуємо подовжений еліпсоїд обертання (рис. 12.10), об’єм якого  ,𝑉-2.=,4-3.𝜋𝑎,𝑏-2..
	Розв’язання
	13) еліпса ,,&𝑥=𝑎,𝑐𝑜𝑠-𝑡.-&𝑦=𝑎,𝑠𝑖𝑛-𝑡...;
	14) одною аркою циклоїди ,,&𝑥=𝑎,𝑡−,𝑠𝑖𝑛-𝑡.. і віссю ОХ-&𝑦=𝑎,1−,𝑐𝑜𝑠-𝑡....;
	15) астроїдою ,,&𝑥=𝑎,,𝑐𝑜𝑠-3.-𝑡.-&𝑦=𝑎,,𝑠𝑖𝑛-3.-𝑡...;
	16) кардіоїдою ,,&𝑥=𝑎(2,𝑐𝑜𝑠-𝑡.−,𝑐𝑜𝑠-2.𝑡)-&𝑦=𝑎(2,𝑠𝑖𝑛-𝑡.−,𝑠𝑖𝑛-2.𝑡)..;
	17) лемніскатою Бернуллі ,𝜌-2.=,𝑎-2.,𝑐𝑜𝑠-2.𝜙;
	18) равликом Паскаля 𝜌=2+,𝑐𝑜𝑠-𝜙..
	8) астроїди ,,&𝑥=𝑎,,𝑐𝑜𝑠-3.-𝑡.-&𝑦=𝑎,,𝑠𝑖𝑛-3.-𝑡...;
	9) однієї арки циклоїди ,,&𝑥=𝑎,𝑡−,𝑠𝑖𝑛-𝑡..-&𝑦=𝑎(1−,𝑐𝑜𝑠-𝑡.)..;
	10) ,,&𝑥=,𝑡-2.-&𝑦=,𝑡-3.,,𝑡-2.−3... між точками перетину з віссю ОХ;
	11) кардіоїди 𝜌=𝑎(1−,𝑐𝑜𝑠-𝜙.);
	12) всієї кривої 𝜌=𝑎,,𝑠𝑖𝑛-3.-,𝜙-3..;
	13) всієї кривої 𝜌=𝑎,,𝑐𝑜𝑠-3.-,𝜙-3..;
	14) першого звою спіралі Архімеда 𝜌=𝑎𝜙 .
	1) навколо осі ОХ дуги кубічної параболи 𝑦=,𝑥-3., що міститься між прямими 𝑥=−,2-3. і 𝑥=,2-3.;
	2) навколо осі ОХ дуги параболи ,𝑦-2.=2𝑥 між точками перетину з прямою 2𝑥=3;
	3) навколо осі ОХ однієї хвилі синусоїди 𝑦=,𝑠𝑖𝑛-𝑥.;
	4) навколо осі ОХ дуги кола ,𝑥-2.+,𝑦-2.=4 (𝑦>0) між точками з абсцисами 𝑥=−1 і 𝑥=1;
	5) навколо осі ОХ дуги кубічної параболи 𝑦=,,𝑥-3.-3. від 𝑥=−2 до 𝑥=2;
	6) навколо осі ОХ дуги параболи ,𝑦-2.=4+𝑥, відтятої прямою  𝑥=2;
	7) навколо осі OY дуги параболи 𝑦=,,𝑥-2.-2., відтятої прямою 𝑦=1,5;
	8) навколо осі OY лінії 4,𝑥-2.+,𝑦-2.=4;
	9) навколо осі OХ кола 𝑥=𝑎,𝑐𝑜𝑠-𝑡., 𝑦=𝑎,𝑠𝑖𝑛-𝑡.;
	10) навколо осі OY пів кубічної параболи 𝑥=4−,,𝑡-2.-2., 𝑦=,,𝑡-3.-3.  між точками перетину з осями координат;
	11) навколо осі OХ  петлі кривої 𝑥=,𝑡-2., 𝑦=,𝑡-3.,,𝑡-2.−3..
	1) 𝑥𝑦=4, 𝑥=1, 𝑥=4, 𝑦=0 навколо осі ОХ;
	2) ,𝑦-2.=(𝑥+4,)-3. і 𝑥=0 навколо осі OY;
	3) ,𝑦-2.=4−х, х=0 навколо осі OХ;
	4) 𝑦=,𝑐𝑜𝑠-𝑥. і 𝑦=−1 навколо прямої 𝑦=−1 при −𝜋≤𝑥≤𝜋;
	5) 𝑦=,𝑐𝑜𝑠-,𝑥−,𝜋-3..., 𝑥=0, 𝑦=0 (при 𝑥>0);
	6) ,𝑦-2.+𝑥−4=0, 𝑥=0 навколо осі OY;
	7) астроїди 𝑥=𝑎,,𝑐𝑜𝑠-3.-𝑡., 𝑦=𝑎,,𝑠𝑖𝑛-3.-𝑡. навколо осі OY;
	8) однієї арки циклоїди 𝑥=𝑎(𝑡−,𝑠𝑖𝑛-𝑡.), 𝑦=𝑎(1−,𝑐𝑜𝑠-𝑡.) навколо осі OХ;
	9) ,𝑥-,2-3..+,𝑦-,2-3..=,𝑎-,2-3.. навколо осі OХ;
	10) астроїди 𝑥=𝑎,,𝑐𝑜𝑠-3.-𝑡., 𝑦=𝑎,,𝑠𝑖𝑛-3.-𝑡. навколо осі OХ.
	а) ,0-+∞-𝑥,𝑒-−,𝑥-2..𝑑𝑥.  б)  ,−∞-0-,𝑑𝑥-4+,𝑥-2...
	в)  ,0-+∞-𝑥,𝑠𝑖𝑛-𝑥.𝑑𝑥.  г) ,−∞-∞-,𝑒-𝑥.𝑑𝑥.
	д)  ,0-1-,𝑥𝑑𝑥-,1−,𝑥-2....  е) ,0-1-,𝑙𝑛-𝑥.𝑑𝑥.
	ж) ,0-1-,𝑑𝑥-,𝑥(1−𝑥)...  з) ,−1-1-,𝑑𝑥-,𝑥-2...
	а) 𝑀,𝑥.=,3,𝑥-2.-2.+5𝑥,,3;7.;
	б) 𝑀,𝑥.=,4,𝑥-2.-2.−0,5𝑥,,2;5.;
	в) 𝑀,𝑥.=−11𝑥−8,,0;5.;
	г) 𝑀,𝑥.=,3,𝑥-2.-2.+7𝑥−8,,3;7.;
	д) 𝑀,𝑥.=,15-2.−4𝑐𝑜𝑠,30-0.𝑥−7,,2;4..
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